
МЕТОД МОНТЕ-КАРЛО И ПРОБЛЕМА PERT

МОNТЕ CARLO METHODS AND THE PERT PROBLEM

1964

Метод Монте-Карло и проблема PERT 
http://systems-analysis.ru

Лаборатория системного анализа

http://systems-analysis.ru


Рассматриваются вопросы реше­
ния проблем pert методом Монте-Кар­
ло. Показано, что метод Монте-Карло 
дает более точное решение при менее 
жестких предположениях. Кроме того, 
метод Монте-Карло позволяет произво­
дить оценку таких параметров сетей 
pert} как показатель критичности, 

что невозможно обычными методами. 
Большое внимание уделяется характе­
ру распределения продолжительности 
^деятельностей". Приводятся число­
вые примеры общего характера.

Многие проблемы планирования могут быть выражены в ви­
де сети, в которой "деятельности" обозначены дугами. Длина 

этих дуг равна времени, необходимому для осуществления оп­
ределенных деятельностей, а узловые точки обозначают "со­
бытия” , которые отмечают начало и конец времени осуществле­
ния той или иной деятельности. Если продолжительность дея­
тельностей постоянна, то с помощью очень простого алгорит­
ма можно получить величину всей планируемой продолжительно­
сти и указать те деятельности, которые расположены на"кри- 

тическом пути". Метод p e r t  позволяет опознать неопределен­
ности в продолжительности деятельностей, если выразить 
эти продолжительности случайными величинами. Сравни­
тельно грубое решение достигается путем сокращения пробле­

мы до вышеуказанного случая с помощью соответствующей ап­

проксимации.



В настоящей статье вначале рассматривается использо­

вание метода Монте-Карло для решения проблем PERT при ме­

нее жестких предположениях. Приводятся полученные величины 

точности, времени вычисления, а также рассматриваются спо­

собы сокращения процесса вычисления. В конце статьи опре­

деляется показатель "критичности" для каждой деятельности. 

Этот показатель есть просто вероятность того, что данная 

деятельность будет на критическом пути.

Планирование сроков различного характера может быть 

представлено в виде направленной ациклической сети, в ко­

торой планируемые деятельности соответствуют дугам сети. 

Длина этих дуг равна продолжительности данных деятельностей. 

Структура сети отражает возможный порядок осуществления 

этих видов деятельности, а планируемая продолжительность 
выражается в виде самого длинного пути в сети. Если точно 

известна продолжительность каждой деятельности, то наховде- 

ние самого длинного пути (называемого "критическим путем”) 
осуществляется довольно просто даже в очень больших сетях.
К сожалению, во многих случаях, особенно при планировании 

исследований и разработок, продолжительность различных дея­

тельностей известна с большой степенью неточности. Именно 

для устранения этого недостатка в планировании была созда­

на система pert . По методу, описанному в данной статье, 

длина дуги (продолжительность деятельности) рассматривает­

ся как случайная величина с известным распределением. Этот 

метод ставит две важные проблемы определение распределений



для дуг и решение модели ( т . е .  наховдение т ого, что соот­

ветствует, в определенном смысле, планируемой продолжитель­

ности и критическому пути в детерминистском случае). Обе 

эти проблемы до некоторой степени решайся путем аппрокси­

мации стохастической проблемы в проблему детерминистского 

вида. Здесь делается попытка охарактеризовать качественные 

аспекты индивидуальных сетей, которые указывают, достаточ­

но ли сократить стохастическую проблему критического пути 

до детерминистской. Задачей статьи является также оценка 

величины возникающих при этом ошибок.

Для осуществления этого обращаются к методу Монте-Кар­
ло. Теперь ясно, что метод Монте-Карло может применяться 

для более точного решения сетей pert и для оценки величин, 
которые невозможно получить с помощью стандартного метода 

PERT. В частности, можно определить "критичность" деятель­
ности, т . е .  вероятность того, что деятельность находится 
на критическом пути. Это чрезвычайно помогает выявить сте­

пень внимания, которое руководство должно уделить той или 

иной деятельности, и не так вводит в заблуждение,как при­
меняемое в настоящее время понятие .критического пути.

В следующем разделе дается оолее детальная характерис­

тика модели pert и определяется соответствующая терминоло­

гия. Затем анализируются применяемые в настоящее время ме­

тоды решения. Особое внимание уделяется имеющим большое 

значение предположениям. Далее описывается моделирование 

по методу Монте-Карло и применяемый статистический анализ.



Рассматриваются возможные варианты сокращения процесса вы­

числения. Одним из них является сокращение за  счет 

увеличения дисперсии оценки. В последнем разделе да­

ется оценка использования методов моделирования для реше­

ния сетей, а в приложении многие моменты иллюстрируются на 

примерах.

МОДЕЛЬ PERT

Дана конечная ациклично направленная сеть из дуг, ко­

торые мы называем деятельностями.и их узловые точки, кото­

рые мы называем событиями. Каждая деятельность характери­

зуется положительной случайной величиной, которую называем 

продолжительностью. Имеются два особых события: начальное 
и конечное. Ни одна деятельность не выходит за пределы ко­

нечного и начального событий, и каждая деятельность направ­

лена по прямому пути от начального события к конечному. 

Обычно предполагают, что продолжительности имеют независи­

мые распределения с определенным диапазоном каздое. Реали- 

зация сети есть сеть с постоянным значением для каждой про­

должительности. В каждой данной реализации сети самый длин­

ный путь от начального до конечного события называется кри­

тическим путем, а его длина -  планируемой продолжительно­

стью. Часто говорят о случайной величине, соответствующей 

планируемой продолжительности, и ее распределении.
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СИСТЕМА РЕНТ

Основным видом данных, необходимых для системы pert, 
является распределение продолжительности деятельностей. 

Именно здесь аппроксимации становятся особенно большими, 

если до некоторой степени не неизбежными. Данные об этих 

распределениях получают от техников, которые имели некото­

рый опыт с данной деятельностью, хотя, например, при пла­

нировании исследований и разработок может встретиться т а ­

кая деятельность, которая никогда раньше не осуществлялась# 

Самое большее можно получить оценки нескольких параметров 

распределения. Обычно ими являются диапазон и вид распре*- 

деления. Поскольку при существующих методах вычисления при­

меняются только среднее значение и дисперсии распределения, 

что будет показано далее, то характер распределения обычно 

рассматривается несколько произвольно. Предполагается, что 

распределение является бета-распределением со стандартным 

отклонением, равным 1/6 диапазона. Это, конечно, слишком 

произвольные предположения, и они не должны восприниматься 

как аксиома.

Процесс решения проблемы pert в настоящее время зак­

лючается в следующем:

а) Переформулировка проблемы как детерминистской при 

использовании предполагаемого значения продолжительности
•уЛ *°деятельности в качестве ее детерминистской длины*'.

'Фактически используется аппроксимация среднего значения, 
которая может привести к ошибке,составляющей дс 4# диа­
пазона f I _/.



б) Нахождение соответствующего критического пути Рд.

в) Использование планируемой продолжительности t E в 

качестве среднего значения распределения планируемой про­

должительности и использование суммы дисперсий деятельно­

стей вдоль всего критического пути в качестве дисперсии 
действительной планируемой продолжительности, которая затем 

считается имеющей нормальное распределение.

г) Определение вероятности соблюдения запланированных 
сроков.

Предположения, использованные для подтверждения данно­
го подхода к проблеме, следующие:

А. Критический путь Р  ̂ производной проблемы предпола­

гается "достаточно более длинным"*), чем любой другой путь, 

так что вероятность того, что реализация имеет другой кри­
тический путь, незначительна.

Б. Критический путь P-g имеет достаточное количество 

деятельностей, так что может применяться центральная пре­
дельная теоре?ла.

Следует отметить,что предположение А не требуется для 
определения длины критического пути или для подсчета его 

дисперсии, а используется лишь тогда, когда делают выводы 

относительно вероятности соблюдения запланированных сроков.
Для иллюстрации того, что может случиться,когда эти 

предположения не удовлетворяются,рассмотрим следующую про­

стую схему.

^Очень неточный критерий измерения каждого отдельного аль­
тернативного пути может оыть получен с помощью неравенст­
ва Чебышева.



На этой охемо длительности и имеют нормальное

распределение5̂  со средними значениями /а ,  , ju-z и диспер- 
— 2 * - 2

СИЯМИ О  ,  о  z  СООТПСТСТПС1ШО.

Aj

а;

Показано С 2 / , что для случайной величины максималь­

ного значения Aj- и ^  среднее значение определяется по фор­

муле

_/<- м **/*-1Ф  ( л )  + ju ,z Ф(- ы .) + а <р,

а дисперсия -  по формуле

б'М 2= (yU. ( + & *) Ф(<*)+-(/̂ 2 + ) '+ ( CO<p(oCj

где -Ь 2/ 2.

/ С

л  = /о~? + б - /  , =

a и б~м есть соответственно среднее значение и

дисперсия распределения максимума. В целях упрощения пред­
положим, что 2 ; тогда и уМ'м

J<5'j s' + 6£ . Используя последующий процесс вычисления,по­

лучают ju,м . Следовательно, по мере увеличения Ь?

^  Нужно понимать, что,строго говоря,не следует использовать 
нормальное распределение,поскольку оно не имеет ограни­
ченных диапазонов.



или б? полно сделать произвольно большим различие

л  =У €>? * & £ между точным средним значением и средним

значением, определенным с помощью аппроксимации рент .  По­

добным же образом можно получить

егм 2 =  П

где, согласно вышеуказанному процессу, считалось бы, что 

>?6Г;2 или £> z , так что оценка могла бы быть слиш- 

ком высокой или произвольно слишком низкой. Подобные уп­

ражнения позволительны и с любыми другими распределениями 

помимо нормального. Дело в том, что нетрудно составить це­

лый ряд примеров, нарушающих предположение А, в которых вы­

шеизложенный метод будет давать почти произвольные ошибки^ 

Больший интерес представляют вопросы о том, что озна­

чает предположение "достаточно более длинный", и, если да­

на сеть , то как узнать, что условие А удовлетворено? Здесь 

играют роль два фактора: один из них - "сравнимость" двух 

путей, другой -  число путей, которые могут стать  критиче­

скими. Даже если каждый альтернативный путь имеет неболь-

х-^Это не совсем так. Например,оценка планируемой продолжи­
тельности будет всегда оптимистической при использовании 
данного выше процесса.Это может быть показано нескольки­
ми способами. Один из них заключается в том,что проблема 
может быть записана в виде линейной программы со случай­
ным постоянным вектором,компонентами которого являются 
проп-г- продолжительности деятельностей.Затем могут быть 
примепены общие результаты С б J  для стохастических проб­
лем линейного программирования.В частности,для любой 
проблемы линейного программирования с произвольной правой 
частью уравнения ответ, полученный с помощью предполагае­
мых значений, всегда слишком оптимистичен. Этот результат 
получен и в / 3 7 .



шую вероятность стать  критическим, то если существует до­

статочное количество таких альтернативных путей, ошибка 

может стать  значительной. При сравнении двух путей по с те ­

пени критичности необходимо учитывать следующее:

- средние значения длины путей;

- дисперсии длины путей ;

- корреляции путей, т . е .  тех деятельностей, которые

являются общими для путей,

(Примеры, иллюстрирующие эти факторы, приводятся в прило­

жении) .

Вероятно, большая часть сетей, встречающихся на прак­

тике, будет удовлетворять предположению А хотя бы в той 

степени, которая необходима для обеспечения требуемой точ­

ности, но трудно сформулировать общие аналитические методы 

определения этого условия, поскольку сильна зависимость от . 

индивидуальной применяемой схемы. Проблемы, связанные с 

предположением Б, являются классическими и здесь рассмат­

риваться не будут. Нужно только отметить, что вероятности 

соблюдения запланированных сроков зависят от всех предпо­

ложений и являются поэтому особенно ненадежными. Тем не 

менее, существующий процесс чрезвычайно прост и быстр, а 

любой другой метод решения, дающий значительно улучшенные 

результаты, может значительно увеличить время вычисления.

Система pert ставит своей целью помочь руководству 

увидеть узкие места или возможные отказы до того, как они 

произойдут,чтобы можно было,пока не поздно, принять необ­



ходимые меры по корректированию. Особое внимание уделяется 

"руководству методом исключения"• Это означает, что нужно 

выделить несколько деятельностей, которые являются особен­

но критическими и требуют тщательного наблюдения. В н астоя­

щее время внимание уделяется тем деятельностям, которые 

находятся на "критическом пути" в сети, а распределения 

продолжительности деятельностей заменены их средними значе­
ниями.

Современные системы pert в качестве выхода дают "ран­

нее" и "позднее" время для каждой деятельности и вероят­

ность соблюдения запланированных сроков. Поскольку это пред­

полагаемые значения7для указания надежности оценок приводят­

ся дисперсии этих величин. В данной работе внимание будет 

уделяться в основном прогнозированию планируемой продолжи­

тельности, ее дисперсии и самому характеру распределения.

Все другие параметры обычно известны, поэтому выход получа­

ют, применяя по существу те же методы.

Одним из условий современных методов решения pert к о ­

торое более всего вводит в заблуждение, является т о ,с о г л а с ­

но которому считают, что существует всего лишь один крити­

ческий путь. Вообще любое количество путей может быть кри­

тическим в зависимости от частной реализации произвольных 

продолжительностей тех деятельностей, которые действительно 

имеют место. Следовательно, имеет смысл говорить о "п ок аза­

теле критичности", который представляет собой просто веро­

ятность т~го, что дуга будет расположена на критическом пу-
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ти. Современные методы решения по своему характеру не мо­

гут дать никакой информации по этому вопросу. В следующем 

разделе будет показано, что метод Монте-Карло может дать 

ответы на этот и другие вопросы.

РЕШЕНИЕ МОДЕЛИ PERT МЕТОДОМ МОНТЕ-КАРЛО

Если говорят, что систему pert решают методом Монте- 

Карло, то это просто означает, что прилагают алгоритм само­

го длинного пути к длинной серии реализаций, каждую из ко­

торых получают, приписывая выборочное значение продолжитель­

ности каждой деятельности, определенное из соответствующе­

го распределения. Каждая полученная таким образом реализа- 

ция может рассматриваться просто как выборочное значение 

для моделирования. Если такая информация дана, то стандарт­

ные статистические методы используются для оценки распреде­

ления и параметров, представляющих интерес. Этот метод мо­

жет быть использован двумя совершенно различными способами. 

Первый связан с относительно небольшой выборкой и применя­

ется, например, для испытания классического типа гипотез, 

предполагающих, что действительное среднее значение равно 

Z г , чтобы дать некоторую индикацию того, нарушено лис
предположение А. Эти статистические испытания могут быть 

последовательными, и при проведении их могут применяться 

стандартные статистические методы. Этот метод имеет тот не­

достаток, что он дает только случайную информацию о распре­

делении планируемой продолжительности.



Второй способ применения метода обеспечивает большие 

возможности. Он предполагает применение большой выборки и 

метода Монте-Карло для получения ответов, а не для провер­

ки традиционных методов.

С помощью метода Монте-Карло модель может быть до не­

которой степени обобщена.Распределение ресурсов, правда,ос­

ложнялось бы,но было бы все же осуществимо,особенно для оп­

ределенных случаев.Например, если при осуществлении двух 

деятельностей пользуются одними и теми же скудными ресурса­

ми, можно сделать так, что вторая деятельность будет начи­
наться после окончания первой, а при трех деятельностях 

последней придется подоадать, пока закончатся две первые 
деятельности. Можно также осуществлять одну за другой три 
деятельности. Корреляция деятельностей легко управляется 
методом Монте-Карло.

Проблемы сбора данных являются одинаково серьезными 
как при решении их методом Монте-Карло, так и при решении 
обычными методами. При существующих методах решения выход 
не зависит от структуры распределения продолжительности 
деятельностей, а зависит только от их средних значений и 

дисперсии. Метод Монте-Карло для получения высокой точнос­
ти зависит от формы распределения. С другой стороны, метод 

Монте-Карло характеризуется большей гибкостью в то?: смысле, 

что продолжительность деятельностей может иметь любое ра­

спределение: бета, нормальное, треугольное, однородное или 

дискретное (в любых комбинациях). Эта гибкость позволяет,
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например, испробовать различные распределения и пронаблю­

дать  влияние отрицания предположений или влияние сильно 

произвольных предположений на вид этих распределений•При­

мер, иллюстрирующий этот момент, дан в приложении.

Но самое большое преимущество метода Монте-Карло со­

стоит в том, что он обеспечивает наибольшую точность вы­

числений. Например, оценка среднего значения методами,опи­

санными е  предыдущем разделе, всегда  является низкой,тогда 

как метод Монте-Карло дает несмещенную оценку. Кроме того ,  

в то время, как ранее описанный процесс является менее точ­

ным в оценках вероятности соблюдения установленных сроков, 

метод Монте-Карло, как будет показано в следующем разделе ,  

дает очень хорошие ответы, исключая необходимость примене­

ния центральных предельных теорем.

И,наконец,помимо того ,что  этот метод дает все резуль­

таты, возможные с помощью ранее описанных методов,он дает 

еще информацию о Показателях критичности" или вероятности 

того ,  что деятельности находятся на критическом пути.

ТОЧНОСТЬ МЕТОДА МОНТЕ-КАРЛО

Единственный тип статистического анализа, который бу­

дет исследоваться здесь ,  определен на основании фиксирован­

ного количества опытов, проведенных до выборки.Тогда в о з ­

никает вопрос, какова вероятность того, что наши оценки 

различных параметров и распределений будут "близки" к точ­

ным

http://systems-analysis .ru

http://systems-analysis.ru


Первым параметром, который будет рассмотрен ,является  

среднее значение планируемой продолжительности. Каждая пол­

ная реализация рассматривается как одно выборочное наблю­

дение, а оценка представляет собой выборочное среднее зна­

чение. Пусть X будет случайной величиной, соответствующей 

планируемой продолжительности. Пусть (гд е  L = 1 , . . , Л О  

будет JT число?* независимых случайных величин,каждая из 

которых имеет то же распределение, что и X. Тогда 

есть  нужная зыборка. Случайная величина
J i  - И х  i / j r

есть оценка математического ожидания

=== }
Пусть б есть дисперсия для 

[ f t } Равна -jj? - *
Поскольку будут использоваться тысячи выборок, цент­

ральная предельная теорема гласит, что будет очень точ­
ной аппроксимацией нормали со средним з н а ч е н и е м и  дис- 
Персией бх/ Ж  , которую обозначим через 
Ясно, что при увеличении Ж  неопределенность оценки мате­
матического ожидания для f x  j  уменьшается. Поскольку стан­
дартное отклонение, т .е .  корень квадратный дисперсии, есть 
мера разброса, выраженная в тех же единицах, что и X, то, 
грубо говоря, точность увеличивается обратно пропорциональ­
но корню квадратному из Ж

Пример. Предположим с вероятностью О,9 5 ,что наша оцен­
ка среднего значения будет в пределах /50 от реального

f X } , тогда дисперсия для

ч.
у



-  17 -

среднего* Таким образом, желательно выбрать так , что­
бы вероятность

Р \sA'jr.~(6'cnl50) <J*- -

Имеем, что

Р { /^ д с-  Ĝ /SO-CJU. 6^/5О I = Р \-Jjr/50*(/i

К&ОС / & )  — jr/5o\ -
а ( /^ - у И 'д - у  <^с / т г  распределяется по нормали JVor(Oti) , 

что означает необходимость взять  такое значение 6 , чтобы

ф (£ ,>  -ф(- Ъ)= 0,95,

т&Ъ'Пг/-50 - 1 ,9 б из таблиц нормального распределения.Это
дает УК' = 10000.

Вообще говоря, дисперсия распределения неизвестна. 

Поэтому ее тоже необходимо определить. Для этого в качест­

ве оценки берется

Д 2 = ( i/ jt )TL

Предположим, что распределение X является прибли- 

зительно нормальным. Тогда J55 /б  е с т ь х  yr-i » так что 
можно получить грубые оценки возникающей ошибки £1357.

Пример. Предположим, что мы хотим знать с вероятностью 
0 ,9 5 ,  что наша оценка б 2 точна в пределах +5$. Это о з­

начает, что желательно выбрать такое значение./^ , чтобы 

Р |  0,'95 <5 2 <  5  2 = 1, 056 2 } = 0,95- ;

P j O ,  У 5 6 2 <  1 ,0 5 6  J  =  Р \ О ,  Э б Х Г  ' -  У Г $  J 6  1, 0 5 ^ )  -



При больших значениях JVвеличина приблизительно 
соответствует Жог 1Ж 1.г(РЧ)], Следовательно, после некото-

рых преобразований получаем:

P^o.gfjr ĵKS У<т /,osjr/  = pf ( 1 - 0, osjr)/ /Jjr-г

^[( jrs У а ~) -jy*l]/  J2JT-2 й= (1 + 0,05jr)/ f2JT- 2  } -  O, 9£>-'

где
[ (jv~$  г/  <5 2 ) - лг+ i]  /V

равно приблизительно Жог(о,1) . Следуя по тому же пути, 
находим:

{-I* О, 05jr) /  V г ж -z = 1, 96,

что дает J\T = 3000,

При наличии "показателя критичности” выборку произво­

дят просто из биномиального распределения. Оценка есть от­
ношение числа реализаций выборки, при которых дуга критич­
на, ко всему объему выборок. Средним значением является ЖР , 

а дисперсией J\TP(1-Р), где Р -  вероятность критичности. 

Поскольку число выборок постоянно, оценка представляет со­

бой просто сумму независимых случайных величин и потому 

асимптотически нормальна.

Пример. Предположим с вероятностью 0 ,9 5 ,  что оценка 

величины Р является точной до 0 ,0 1 .  Теперь (Р 'P)/SP(i-Р)!-̂  

есть асимптотически Ж Ь г -  ( 0 , 1 )  , где Р - наша оценка. Же­

лательно, чтобы вероятность | /р  - р /  > 0 ,0 1  J = О ,  

или вероятность j- о,04//7>( 1 -P)jjp < (р-р)/>/Р( l-P)/^^ + 
1- 0,01/ jР (1-Р)/Ж 95.

«Г



Поскольку P(I-P) =  IА, то если вероятность

{-0,02vCr* (P-p)l'/P(1-P)IJVr si 0,02/ж }  = 0,95,

результат будет даже лучше. Это означает, что

O'OZjlr = 1,96 или IOOOO.

Наконец, нужно оценить соблюдение определенных у с т а ­
новленных сроков. Для любого данного установленного неиз­

менного срока проблема снова заключается в выборке из би­

номиального распределения,и проводится предыдущий анализ.

С другой стороны, можно не ограничиваться каким-то неиз­
менным сроком и узнать точность любого взятого с р о к а ,т 0е .  

можно узнать, насколько выборочное распределение планируе­
мой продолжительности "соответствует" реальному.

Если предположить, что кумулятивная функция распреде­
ления планируемой продолжительности непрерывна, то можно 

сделать вероятностные утверждения относительно наибольших 
абсолютных различий между выборочной кумулятивной функцией 

распределения и действительной функцией независимо от с а ­

мого распределения / "1 3  J . В 1933 г .  Колмогоров дал асимп­

тотические результаты для даьного случая /~8_7.
Пример. Пусть Dq= suplFn-Fj 9 где F есть кумулятив­

ная фу-нкция распределения родственной совокупности, a Fn - 

выборочная кумулятивная функция. Находим в таблицах вели­
чины Z, L (Z ) , где

п —
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Предположим с вероятностью 0 ,9 5 ,  что максимальное отклоне­

ние составляет менее 0 ,0 1 .  При L (Z)m 0,9506 определя­

ем, что z = 1 ,3 6 .  Решая относительно в / \лг(0,04) ~1,ъь}

находим, ч т о ^ =  1 8 ,5 0 0 .  Статистический анализ других выхо­

дов, представляющих интерес, проводится с помощью методов, 

описанных в этом разделе.

СОКРАЩЕНИЯ ВЫЧИСЛЕНИИ

Как и в большинстве случаев применения метода Монте- 

Карло, существует целый ряд способов сокращения процесса 

вычислений при решении проблем pert. При решении проблем 

pert методом Монте-Карло большая часть времени уходит на 

образование случайных чисел. Задача состоит в том,чтобы и з­

бежать выборки тех распределений продолжительности деятель­

ностей, которые редко или вообще не расположены на критиче­

ском пути. Эти деятельности не влияют значительно на реше­

ние. Нужно, конечно, определить эти деятельности.Здесь бу­

дут рассмотрены два метода. Первый из них -  аналитический 

второй -  статистический метод.

Поскольку распределение продолжительности деятельно­

стей имеет ограниченные диапазоны, может оказаться ,что  пу­

ти никогда не будут критическими. Это можно установить сле­

дующим образом. Рассмотрим реализацию, полученную при у с ­

тановке продолжительностей всех деятельностей на низшую точ-



ку их диапазонов,и определим соответствующий критический 

путь Р и продолжительность пути t . Теперь установим про­

должительности тех деятельностей, которые не находятся на 

критическом пути, на их наивысшие значения. Тогда критиче­

скими могут быть только те деятельности, которые находятся 

на путях длиннее ^ . Оставшиеся виды деятельности могут 

быть исключены. В работах J   ̂£11 7  даются алгоритмы 
для нахождения этих путей. Этот процесс не устраняет цели­
ком все дуги, которые никогда не смогут быть критическими. 
Более того, если число путей длиннее £ является достаточ­
но большим,то алгоритм может стать абсолютно неприемлемым.

Статистический метод гораздо проще и может быть приме­
нен к продолжительностям деятельностей с неограниченными 
диапазонами. Описанный здесь метод состоит из относительно 
небольшой выборки с использованием всех деятельностей.Затем 

процесс выборки прекращается и исключаются все деятельно­
сти, которые никогда не будут критическими. Для данной се­
ти размер начальной выборки определяет ошибку, состоящую в 

том, что исключили ту дугу, которую "следовало" бы оставить. 

Например, если бы начальная выборка производилась 1000 раз ,  

то вероятность того, что данная деятельность (при вероятно­

сти критичности 0 ,01 )  не будет критической, равна 

( 0 , 9 9 ) ^ ° ^ =  7 ,3x10“ ^* Другая возможность избежать ошибочно­

го исключения деятельностей заключается в том, чтобы вовсе 

не исключать деятельности, а использовать каждую случайную



выборку для тех деятельностей, которые имеют низкую критик 

нос* ь, для К реализаций перед новой выборкой. Другими слова 

ми,новые продолжительности деятельностей для этих дуг вы­

бираются только при каждой К-ой реализации. Те же оценки, 

что и прежде, являются соответственно несмещенными оценка­

ми распределения планируемой продолжительности от ее сред­

них оценок и вероятностей критичности дуг. Оценка диспер­

сии планируемой продолжительности является уже состоятель­

ной. Дисперсия не уменьшается, а ,  наоборот, слегка увели­

чивается. Сокращение достигается путем выборки "не имеющих 

особого значения" деятельностей только на ( 1 / 1 0 -ый раз от 

выборок более важных деятельностей. Согласно этому методу 

нет необходимости отделять только те деятельности,которые

никогда не будут критическими при первоначальной выборке,/
но и все те деятельности, которые были на критическом пути 

меньше определенного количества реализаций.

Например, рассмотрим ситуацию, когда не требуется точ­

ное распределение планируемой продолжительности^ требует­

ся только его среднее значение и дисперсия. В таком случае 

деятельность, которая всегда является критической, может 

быть заменена детерминистской деятельностью,продолжитель­

ность которой равна среднему значению первоначального расп­

ределения. Выполняется тот же процесс, что и прежде,за иск­

лючением того, что первоначальные дисперсии всех измененных 

деятельностей должны быть прибавлены к оцененному значению 

дисперсии планируемой продолжительности.



НЕКОТОРЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ,
КАСАЮЩИЕСЯ БУДУЩЕГО ИССЛЕДОВАНИЯ МЕТОДА

Экспериментальный вычислительный код был составлен для 

вычислительной машины IBM 7090, на которой была испытана 

возможность оценки сетей pert методом Монте-Карло. & л  про 

веден цикл из 10000 выборок и выполнено до 45 деятельностей 

Код может управлять 1000 деятельностей и может образовывать 

функции однородного, треугольного и бета-распределения про­

должительности. Результатом является функция плотности пла­

нируемой продолжительности, ее среднее значение, дисперсия 

и показатель критичности для каждой деятельности.

Опыт показывает, что большая часть времени уходит на 

образование случайных чисел, так что время выполнения явля­

ется фактически линейной функцией определенного числа слу­

чайных величин, или при постоянном размере выборки линейной 

функцией определенного числа деятельностей в сети.Это осо­

бенно справедливо для сетей больших размеров. Для сети из
г ,

200 деятельностей и 10000 выборок время выполнения со став-  

ляло бы‘ 20 мин для треугольных распределений и около 5 мин 

для однородных распределений. Это должно сравниваться с 

аналитическими методами, трудность применения которых э к с ­
поненциально возрастает  с увеличением числа дуг.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Во всех показанных здесь видах моделирования использо­

валось 10000 реализаций. На рис.1 показано распределение



для дуг большинства примеров. На р и с .2 и 3 показано влия­

ние на планируемую продолжительность двух путей приблизи-
о

тельно одной и той же длины. Величины уьир и 6 ^  обозначают 

среднее значение планируемой продолжительности и дисперсию. 

На рис.З кумулятивное распределение планируемой продолжи­

тельности наносится на график при j = 5 ; 9 , 5  и 1 0 .Темный 

участок на графике обозначает 95#-ную доверительную полосу. 

(См. раздел "Точность метода Монте-Карло). Соответствующим 

образом на рис.4 и J L показан эффект многократности путей 

сравнимой длины. Доверительными участками являются 95^-ные 

доверительные интервалы. На рис .6 и 7 показан эффект корре­

ляции между чередующимися путями. Поскольку каждая дуга  в 

этих первых примерах выражает пути, составленные из многих 

деятельностей, было бы более реальным предположить нормаль­

ные распределения для длины дуг. В этом случае таблица,при­

веденная на рис .2, может быть переделана с помощью резуль­

татов ,  изложенных в £2 J . Это сделано в т а б л .1 .

Таблица I

jup Срг

5 10 I
8 10,05 0,896
9,5 10,35 0,703

10 10,56 0,681



Подобным же образом может быть переделана таблица,показан 

ная на ри с .4 ,  с помощью порядковых статистик С Ю J . Ре­

зультаты показаны в т а б л .2 .

Таблица 2

а &р

I 10 I
2 10,56 0 ,681

3 10,84 0 ,559

5 11,16 0 ,4 4 7

10 11,54 0,344
С Х 5 0

На рис.8 показано, как сумма независимых однородно 

распределенных случайных величин приближается к нормально­

сти. Это достигается с помощью однородного распределения, 

так что вычисления могут производиться аналитически.В каж­

дой сумме распределение имеет дисперсию I .

На рис.9 показано, где дуга 1-2 (которая не располо­

жена ка "критическом пути" 1-3-4) является в смысле pert , 

т . е .  в стохастическом смысле, более критической, чем любая 

другая дуга. На р и с .10 дан пример, приведенный в Г I__У.Три 

числа, приписанные каждой деятельности, представляют собой 
соответственно оптимистические, наиболее вероятные и пес­

симистические оценки каждой деятельности.



Планируемая продолжительность по методу pert с о с тав ­

ляет 6 6 , Ох  ̂ с дисперсией 6 0 ,2 7 .  Метод Монте-Карло (при 

ICG00 реализаций) дает  среднее значение 6 7 ,0 + 0 ,1 3  и дис­

персию 4 2 ,3 9 + 2 .

Продолжительности деятельностей имели бета-расп реде­

ление, конечные точки и виды которого выражены тремя пара­

метрами, указанными на р и с .10. Считается, что стандартное 

отклонение составляло 1 /6  диапазона.

На р и с . I I  нормальное распределение со средним зн аче­

нием 6 6 ,0  и дисперсией 6 0 ,2 7  сравнивается с распределени­

ем, полученным по методу Монте-Карло. На р и с .12 приводится 

сеть  с показателем критичности для каздой деятельности. 

Жирная линия обозначает "критический п у ть " ,  определенный 

с помощью предполагаемых величин продолжительности каждой 

деятельности.

Согласно вышеизложенному анализу при JT = Ю000 мож­

но предположить с вероятностью 0 ,9 5 ,  что оцененное среднее 

находится в пределах б'̂ б̂О реального среднего. Используя 

квадратный корень оцененной дисперсии в качестве аппрокси­

мации функции б , получаем:
б'^ / 5 0  = V *2 / 5 0 =  O J3 .

Поскольку оценка по методу Монте-Карло на 1 ,0  отлича­

ется от оценки по методу pert , различие является статисти-

^Фактически,когда регулируется аппроксимация,применяемая 
для вычисления среднего бета-распределения,оценка pert 
равна 6 5 , 5 .
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чески значимым на 95#-ном уровне. Определив наименьшую и 

наибольшую возможную планируемую продолжительность путем 

использования для продолжительностей каждой деятельности 

оптимистического и пессимистического времени соответствен­

но, находят, что расхождение на одну единицу будет порядка 

1 ,5#  диапазона. С другой стороны, дисперсия распределения, 

оцененная по методу pert , в 1 ,42 раза больше оценки по ме­

тоду Монте-Карло, но, как было показано ранее, вероятность 

того, что оценка по методу Монте-Карло находится в пределах 

5# от правильной величины, составляет более 0 ,9 5 .  Наконец, 

на рис.13 вероятность того, что проект будет завершен за  

время X, наносится на график как оцененная по методу PERT 
и по методу' Монте-Карло. При//"= 10000 в > ^ № л ) =  1,36 выбо­
рочное кумулятивное распределение находится в пределах 
0,0136 реального распределения в каждой точке с вероятно­

стью 0 ,9 5 .
Также следует отметить, что деятельности 6-8 и 8-9 ни­

когда не были критическими. Фактически они не могут быть 
критическими, а данный ранее детет.*.инистский алгоритм не 
раскрывает этого. Следовательно, в этом случае предпочтение 
отдается статистическому методу.

Наконец, кз рчс.14 и 17 показано влияние распределений 

различных деятельностей на обшее планируемое распределение. 

Используемые распределения являются однородными и треуголь­

ными, как п сети, ^приведенной на рис.ГО. Пересчитывая пла­
нируемое среднее значение и дисперсию, предсказанную мето-
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до и pert , с помощью точных средних значений и дисперсии 

деятельностей получаем для случая треугольного распределе- 

н и я 69 и бр = 9 2 ,7 7 .  Реальны?ли величинами, определен­

ными путем моделирования, являются / с  *  7 1 ,7 0 + 0 ,1 5  и
^ 2
Ьр = 5 8 ,3 4 + 3 .  Когда же используется однородное распреде- 

ление, метод PERT д а е т = 7 2 ,0  и op = 1 7 2 .  Путем мо­

делирования пслучают^ум^ = 7 7 ,6 1 + 0 ,2  и ^ 7  = 9 2 ,3 1 + 5 .  Од­

нако следует отметить, что для целей планирования резуль­

таты, полученные во всех трех случаях, являются в основном 

одинаковыми; в каждой сети одни и те же деятельности имеют 

Еысокие показатели критичности.



Среднее значение -  ДО; 

дисперсия -  I ; 

вид = 9 ,56  ;

диапазон 14,06 8 ,0 6  « 6 ;

8 9 10 I I 12 13 14

Р и с .1 .  -  Типичное распределение дуги.

/х =10 ог2= |
Ml М р ± . 0 2 ° p 2 ± 0 5

5 10 .0 0 1.0

8 10 .04 0 . 9 6
9 5 10 .35 0 . 8 4
10 10 .56 0 . 8 4

Р и с .2 .  -  Пути почти равной длины



Для всех дуг /ио—о = ю ,  <Г2 = I .

п /лр ± .02 сгр ±.05

1 10.00 1.00
2 10.55 0.82
3 10.86 0.71
5 11.24 0.57

i 0 1 1.65 0.41
CD 14.06 0

РиСо4. Эффект определенного числа 
параллельных путей.



8 9 10 II 12 13 14

Рис.5 .

Все дуги имеют / *  = 1 0 ,

—о—о—сг
/*р = 51.24±04 СГр = 3.82±2

(М-р= 51.09 *.04 (Jj2 = 4.13 *.2

/ip =  5 0 9 6 *0 4  СГр = 4 3 0 *  2

/Up = 50 .8 0 *0 5  <Хр2= 4 57*.3

/*р=49.98 ±.05 Ор = 4.86±.3

Р и с.6 .  Корреляция между параллельными путями.
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n = oo

Рис.8 .  Предположение В - сумма независимых 
случайных величин.

/
Гос.

Публичная
Библио"'*-**

*ынтъ:



п = |o') для всех дуг за исклю“
cr2 = i  J чением указанной. 

Р к с .9 .  Показатель критичности С.

Рис. 1 0 .



Вероятностные кривые плотности

\
Р и с . I I .



методР ERT моделиро ванне
А Р
СГр2

66
60 27

6 7.00 ± 0.13 
42.39 ± 2

Р и с .12. Пример с бета-распределением.



мегодРЕйТ моделированне

Мр
° > 2

—

63
9 2 . 7 7  

■ - - —

7 1.69*  013 
5 8 . 9 4  ± 3

Рис.1 4 .  Пример с треугольным 
распределением.



0.292
\ ъ )—

0 . 2 2 2
*5Г

1 м ето iiPERT моделирован ие
Н-р 72 77.61 ±0.2

1 72 92.34 ± 5

Рис,1 6 .  Пример с однородным 
распределением;
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